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摘要: 分析粘性/非粘性耦合问题的一个谱元法. 通过基于谱元法的区域分解技巧,构造并分析了复杂区域中粘性/
非粘性耦合问题的一个高阶算法.通过整体变分方法并借助推广了的 L ax M ilgram 鞍点理论, 证明了离散解的存在
唯一性.
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间,使得著名的 Babuŝka Brezzi s Inf Sup条件得以
满足,从而保证谱元离散解的存在性和唯一性.通过
子区域转换和 Sobolev 空间上的投影算子, 并借助
在有限元方法中采用的 Boland Nicolaides技巧[ 1] ,
证明了耦合区域上整体 Inf Sup条件成立, 从而构
造了粘性/非粘性耦合方程的一个适定的谱元离散
格式,证明了数值解的存在唯一性.
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上有界的连通开集, 具有
边界 ; - 和 + 是 的两个开子集, 且 -  
+
= ,
- ! + = ,  = -  + ,  s =







k , ( s = - , + , 1 ∀ k ∀ K ) 满足 ! Kk= 1 sk = s, 且
当 k # l 时, sk  sl = , (不失一般性,假设 -
和 + 中各有 M 个子区域与 相交且编号靠前) , 并
设{ sk , s = - , + , 1 ∀ k ∀ K } 中任意两个集合的交
或为空,或为一个点, 或为一整条边。设 sk 的最大
边与最小边的比有界.
文中,用黑体字母表示向量和向量函数,所有定
义在 sk , s = - , + ; 1 ∀ k ∀ K 上的量都用上标s和
下标 k 来表示. 设 n 是 上关于 的单位外法向











= - , + , 1 ∀ k ∀ K 中,我们采用H ilbert Sobolev空
间上的标准记号以及它们的标准范数和半范.
1 耦合问题






















- ∃ n- = p + ∃ n+ , on  
u





= 0, on  -
u
+ ∃ n+ = 0, on  +
(3)
这里 ∀, ! t 为正常数.
定义空间
X = { v | - % H 1( - ) 2,
v | + % L 2( + ) 2, v |  - = 0}
M = { q | - % L 2( - ) ,
q | + % H 1( + ) } ! L 20( )
并分别赋予范数:
&v&X = &v- &1, - + &v+ &0, + ,
&q &M = &q- &0, - + &q+ &1, + .
那么与(1) ~ ( 3) 等价的变分形式[ 2] 是:
求( u , p ) % X ∋ M (空间 X , M 待定) , 使得
a( u, v) + b ( v, p ) = ( f , v) , !v % X
b( u, q ) = 0, !q % M
( 4)
这里 a( u , v) =
1
!t
( u, v ) + ∀(  u- ,  v- )- ,
b( v , q ) = - ( q
-








(∃, ∃) s, (∃, ∃) , (∃, ∃)  定义为:
( # , ∃ ) s =(s # ∃ , ( # , ∃ ) =
( #, ∃ )-+ ( #, ∃ )+ ,
( # , ∃ )
 
=( # ∃ .
2 谱元离散
现在考虑基于变分形式(4) 的谱元离散问题:
求( uN , pN ) % XN ∋ MN , 使得
aN ( uN , vN ) + bN ( vN , pN ) =
( f , vN ) G L !vN % X N
bN ( uN , qN ) = 0, !qN % M N
( 5)
这里 X N = X  PN , K (
-
)
2 ∋ PN , K ( + ) 2 ,
MN = M  PN- 2, K (
-
) ∋ PN , K ( + ) .
其中 PN , K (
s




k % PN ( ^ ) , 1






式为正且有界, 即 d1 ∀ | J sk( r , s ) | ∀ d 2, d 1 ∀
| ∀J sk( r , s) | ∀ d 2( d 1, d 2为正常数) . aN , bN 分别定
义为:
aN ( uN , vN ) = &( uN , vN ) G L + ∀(  u-N ,
 v-N )-G L ,
! uN , vN % X N
bN ( vN , qN ) = - ( q
-
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N ( x ) 的零点, 权系数 )i由下式
给定: )i =
2
(1- ∗2i ) ( L
,
n (∗i ) )
2 , ∗i 为 L N ( x ) 的零
点,权系数 +i 满足: +i =
2
N ( N + 1) LN ( (i )
2,
i = 1, 2, −, N .
2. 1 解的存在唯一性
我们利用鞍点理论[ 3, 4]证明问题(5) 的适定性,
这需要证明 aN , bN 的连续性, aN 的椭圆性以及 bN
的 Inf Sup条件.现先验证前三个条件, 而在下一节
证明 bN 的 Inf Sup 条件. 事实上, 由(̂%2dr ds ∀
+
GL
%2 ∀ 9(̂%2drds , !% % PN ( ^ ) [ 5] 及 | Jsk | 和 |
∀Jsk | 的有界性易证: ! f , g % PN , K ( s) , s = - , + ,
( f , f )
s
G L ∀ c1 &f &20, s ,
( f , f )
s
G L . c2 &f &20, s , (6)
( f , g)
s
G L ∀ c &f &0, s &g &0, s ,
( f , g)
s
G ∀ c & f &0, s&g &0, s (7)
在验证 aN , bN 的连续性和aN 的椭圆性之前需要一
个引理.
引理1 给定任意有界的一一映射 F : ^ ∗ :




















则 !u F % PN ( ^ ) 2, p F % PN ( ^ ) ,
有 (  ∃ u) F =  ( r , s ) ∃ [ ∀J ( u F ) ] ,
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∀JT  ( r , s ) ∃ ( p F )
现利用引理 1及式(6) , (7) 可证 aN , bN 的连续
性和 aN 的椭圆性(证明省略) :
| aN ( uN , vN ) | ∀ c & uN &X &vN &X ,
aN ( uN , uN ) . c &uN &2X ,
| bN ( vN , qN ) | ∀ c &qN &M & vN &X
2. 2 Inf Sup条件
由鞍点理论知要使问题(5) 适定,二次型 bN 还
应在X N ∋ MN 空间上满足Babuŝka Brezzi s Inf Sup
条件, 即下面的定理需成立.











bN ( vN , qN )
& vN &X & qN &M
. ,N
基于 Boland & Nicolaides技巧
[ 1]





(1) 局部子区域 -k ,
+
k 上的 Inf Sup条件
( i) 对局部子区域 -k 上粘性型方程谱逼近的
Inf Sup条件,我们希望下面定理成立.
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引理 3[ 3] 定义空间
M
-
D = { q % L 20( - ) | q | -
k




2 = { v % H 10( - ) 2 | vk F-k % P2( ^ ) 2,
1 ∀ k ∀ K }
那么 ! q % M -D , # v % X -2 ,使得- (  ∃ v, q) -G =
& q&20, - , 且 & v&1, - ∀ c &q &0, - , c ∀ 1.
引理 4 下列不等式成立





1, !%N % P0N ( ^ ) ,
(2)(̂%2( 1- r 2)- 1( 1- s2)- 1drds ∀
| % | 21, !% % H 10( ^ ) .
证明 略.









, −N % PN ( ^ ) 2  H 10( ^ ) 2 满足
(̂( −N - ) ∃H∋N (1- r 2)- 1(1- s2) - 1drds =
0, !∋N % PN ( ^ ) 2  H 10( ^ ) 2 (8)





(̂( −N - ) ∃ H%Nd rds = 0,
!%N % PN- 2( ^ ) 2 (9)
且 &−N &1, ^ ∀ c & &1, ^ (10)
其中 c与H 及N 有关.
( ii) 对于子区域 +k 上非粘性的 Inf Sup条件,
文献[ 8] 已给出了结论, 即引理 5成立.
∃293∃第 3 期 黄凤辉等: 复杂区域上粘性/非粘性耦合方程的一个谱元方法


















(  q+k , v+k )+GL , k
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k = { v
+
k : # v+ % X N s . t . v+k = v+ | +
k
} .
(2) - , + 区域上的 Inf Sup条件
( i) 对于
+
区域上非粘性方程的 Inf Sup 条
件,下面结论成立.




















(  q+N , v+N )+G L
&v+N &0, + | q+N | 1, +
. ,+
证明 由引理5及 v+N 在交面上的非连续性立
得.
( ii) 由Boland & Nicolaides技巧可证 - 区域上
粘性方程的 Inf Sup条件.





























- (  ∃ v-N , q-N )-G
&v-N &1, - & q-N &0, -
. ,-N
证明 略.
(3) 耦合区域 上的 Inf Sup条件
定理 1的证明:
!qN = ( q- , q+ ) % MN , 令 q- = q-0 + %q- , 其
中 %q -为 - 上 的 常 数, q-0 % L 20( - )  
PN- 2, K (
-
) ,
那么 (- %q -q-0 = 0,
&q- &20, - = &q-0 &20, - + ( %q -) 2 | - |
由定理4知, # v-0 % H 10( - ) 2  PN , K ( - ) 2,
使得
- (  ∃ v-0 , q-0 )-G . & q-0 &20, - , 且
&v-0 &1, - ∀
1
,-N
& q-0 &0, - (11)
由文献[ 3] (P41 - 42) 知可找到一个固定的 v, %
X N ,且存在 w0 % H 10( - ) 2  PN , K ( - ) 2,使得
(  ∃ v,, 1)-G = 1,
( q,  ∃ w0)-G = ( q ,  ∃ v,) -G ,
!q % L 20( - )  PN , K ( - ) (12)





G = 0, ! q % L 20( - )  PN , K ( - ) , 取 v- =
v
-
0 - %q -v -, 则有
- ( q
-
,  ∃ v- ) -G = - ( q-0 ,  ∃ v-0 ) -G -
( %q -,  ∃ v-0 )-G + %q -( q-0 ,  ∃ v- )-G +
%q -( %q -,  ∃ v- )-G . & q-0 &20, - -
%q -(1,  ∃ v-0 ) -G + %q -∃ 0+
( %q -) 2(1,  ∃ v- )-G .
&q-0 &20, - + ( %q -) 2 (13)
类似于 q- ,令 q+ = q+0 + %q +,其中 %q+ 为 + 上的常
数, q+0 % L 20( + )  PN , K ( + ) , 则  q+ =  q+0 ,
& q+ &21, + = &q+0 &21, + + ( %q +) 2 | + | . 由定理3
知 # v+0 % L 2( + ) 2  PN , K ( + ) 2,使
(  q+ , v+0 ) +G L .| q+ | 21, + , = | q+0 | 21, + ,












由文献[ 3] (P41 - 42) 知可取到 z % L 2( + ) 2  





( z ,  q )+G L = ( q , v- ∃ n- )  G L ,












的定义和(14) , ( 15) 得
(  q+ , v+ ) +G L + ( q+ , v -∃ n -)  GL =
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0 ∃ n- )  G L -













( %q +) 2 (16)
由 (11) , ( 14) 以及 v- 的定义可以估计 v- , v+ ,
& v- &1, - = &v-0 - %q -v- &1, - ∀
1
,-N
&q-0 &0, - + c%q -∀
c1
,-N
&q- &0, - (17)





| 1, + + %q -& z &0, + ∀
c2
,+
&q+ &1, + (18)
这里 c, c1, c2依赖于 v,.取 vN = ( v- , v+ ) ,则 vN %
X N .再利用(13) , ( 16) ~ (18) ,便得
bN ( vN , qN )
& vN &X & qN &M
.






| (∀q +) 2 ( c1/ ,-N &q- &0, - +
c2/ ,
+ &q+ &1, + ) ( &q- &0, - +
&q+ &1, + ) .
c( &q- &20, - + &q+ &21, + )
( c1/ ,
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最后根据 aN , bN 的连续性和 aN 的椭圆性以及
定理 1可得离散问题(5) 的适定性.
定理 5 设 为一般曲边区域,满足前述区域
分解条件,则谱元离散问题(5) 存在唯一解.
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A Spectral Element M ethod of the Viscous/ Inviscid
Coupled Equations in Complex Geometries
HUANG Feng hui, XU Chuan ju
( Dept. of M ath. , Xiamen U niv. , Xiamen 361005, China)
Abstract: A hig h order algorithm of the viscous/ inviscid coupled equations in complex geometries is analyzed
throug h domain decomposit ion based on the spectral element method. By apply ing global variational formulat ion
and the generalized Lax M ilgram saddle point theory, it is proven that the discrete problem is w ell posed.
Key words: viscous/ inviscid coupled problem; spect ral element method; existence and uniqueness of the solu
t ion; Inf Sup condit ion
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